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Resumen: En este trabajo se prueba la existencia de soluciones no triviales para
un sistema eliptico sublineal estacionario uni-dimensional. El andlisis se funda-
menta en la estructura variacional del problema, mediante la cual el sistema se re-
formula como la bisqueda de puntos criticos de un funcional definido en un espacio
de Banach adecuado. Bajo este marco, se aplica el teorema del punto de silla gener-
alizado de Rabinowitz para garantizar la existencia de dichas soluciones.

Abstract: In this work, we establish the existence of nontrivial solutions for a
one-dimensional stationary sublinear elliptic system. The analysis is based on the
variational structure of the problem, through which the system is reformulated as
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the search for critical points of a functional defined on an appropriate Banach space.
Within this framework, the generalized saddle point theorem of Rabinowitz is ap-
plied to guarantee the existence of such solutions.
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cional - Teorema del Punto Silla Generalizado.
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1.1 Introduccion

Muchos problemas en ecuaciones diferenciales pueden ser expresados como una
ecuacion de la forma

f(u)=0 6]

donde f es una funcién continua definida sobre un espacio de Banach X. Es cono-
cido que la ecuacién anterior tiene estructura variacional cuando

f(u) = (Dp)(u)

donde ¢ es un funcional sobre X, el cual es Frechet diferenciable con derivada Do.
Las soluciones de la ecuaci6n (TJ) son los puntos criticos del funcional ¢.

Si el funcional es acotado inferiormente, hay varios resultados del célculo varia-
cional en los cuales se encuentra un valor minimo para ¢, ver por ejemplo [7]],[8]
y [9]. Sin embargo, si el funcional no es acotado inferiormente, el problema de en-
contrar puntos criticos puede ser resuelto por otras técnicas tales como los métodos
de minimax, que aparecen por primera vez en los trabajos de Birkoff [6]. En el
contexto de las ecuaciones diferenciales citamos los trabajos de Ambrosetti y Ra-
binowitz [1], incluyendo el Teorema del Paso de la Montaiia, el Teorema del Punto
de Silla de Rabinowitz [10] y sus generalizaciones que involucran el concepto de
enlace en dimension infinita dada por Benci y Rabinowitz [35].

Actualmente, numerosos trabajos han empleado teoremas de tipo minimax en el es-
tudio de ecuaciones diferenciales parciales elipticas, hiperbdlicas y sistemas hamil-
tonianos; véanse, por ejemplo, [3] y [4]. El objetivo principal de este trabajo es
aplicar el método variacional para establecer la existencia de soluciones no triviales
de un sistema eliptico sublineal estacionario unidimensional. La demostracién se
fundamenta en la aplicacién del Teorema del Punto de Silla Generalizado de Rabi-
nowitz, en la formulacién desarrollada por Felmer [2].
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1.2 Preliminares y Definiciones

En esta seccion introduciremos algunas definiciones y el teorema que utilizaremos
en nuestro estudio de existencia de soluciones de un sistema eliptico sublineal.

Definition 1. Decimos que f : H — R satisface la condicién de Palais-Smale (P.S),
si toda sucesion {u, } C H tal que

{f(u,)} es acotada

Vf(u,) — 0 cuando n — oo

posee una subsucesion convergente. (Para mas detalles ver [9],[10]).

Definition 2. Si E = E; ® E, definimos Py, P, las proyecciones inducidas por la
particién.

Sea R > 0, definimos Q = {u € E; : ||u|| < R} donde JQ es la frontera de Q respecto
a El .

El siguiente teorema es una versién dada por Felmer [2]] (Teorema 1.1 pag. 481)
del Teorema del Punto Silla Generalizado de Rabinowitz [[10]].

Theorem 1. Sea E un espacio de Hilbert real, con E = E| & E,. Supongamos que
f € CY(E,R) satisface la condicion de Palais-Smale (PS) y las siguientes condi-
ciones:

f1) f(u) = (Lu,u) +b(u) donde L : E — E es autoadjunta.

f>) La derivada (c¢/r a u) b’ es compacta.

f3) Consideremos una familia de operadores lineales acotados B(s) : E — E donde
s € (0,1]; B(so) = Id y B depende continuamente sobre s. Supongamos que vV €
Rg . Entonces el operador lineal

B = Prexp(VL)B(s) : E; — E,

es invertible y su inversa depende continuamente de sy v.
[4) Existen constantes o > o tal que

a. f(u)>o VYueck.
b. f(u)<® YuedQ.

Entonces f posee al menos un punto critico, con valor critico ¢ > @, caracterizado
por
¢ = infsupf(h(t,u))
hEFuEQ
donde
I'={heC([0,1] xE,E) : h satisface I1,I3 y I3}

con
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1) hes dada por h(t,u) = exp(VIL)B(s)u+K(t,u) tal que s y v dependen continu-
amentedeu € B, t € [0,1], K: [0,1] X E — E es compacta y K(0,u) = 0.

I3) h(t,u) =u, Yu € dQ.

I3) h(0,u) =u, Yu € Q.

1.3 Sistema Eliptico Sublineal

Los teoremas de puntos criticos constituyen una herramienta fundamental en el es-
tudio moderno de las ecuaciones diferenciales parciales, con aplicaciones significa-
tivas en problemas elipticos, hiperbdlicos y en sistemas hamiltonianos.

En esta seccidn, se analizard la existencia de soluciones no triviales para un sistema
eliptico sublineal estacionario uni-dimensional, mediante técnicas de andlisis varia-
cional sustentadas en la teoria de puntos criticos.

Sean T >0yu,v:[0,T] = R.
Consideremos el sistema de ecuaciones elipticas

—ii =v* (2)
—=uP
con condiciones de borde
u(0) =u(T)=v(0)=v(T)=0 3)

donde o-§ <1 con ¢ >0 y B > 0. Estudiamos existencia de soluciones del sis-

tema (2)) a través del método variacional.
Definamos el funcional J : E — R como

1

T T
_ S 1+8 1+«
Iu,v) /Ou v /O g g )

donde E = H}([0,T]) x H} ([0,T]). De [10], J es de clase C'.
Multiplicando por &y € Cé ([0,T1]) 1a primera ecuacién del sistema 1| y por
hy € CA([0,T]) la segunda ecuacién, obtenemos

—I;i-hz—va-hz—(i'h]—uﬁ-hl =0.

Abhora, integramos esta igualdad respecto a ¢ € [0,7] y realizamos integracién por
partes en el primer término y en el tercer término

—u(O)hz(O) -‘rll(T)/’lz(T) - V(O)/’l] (0) +V(T)h| (T) +j0T(u 'hz + V'/;ll —v® '/’lz - MB 'h] )d[ =0.
Para cualquier (h1,h) € H}([0,T]) x H}([0,T]) obtenemos
fOT(bl~/:lz-|—\')-h1 —Va-/’lz—uﬁ -hl)dl‘ =0.
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Las funciones (u,v) € E que satisfacen la identidad anterior son 1lamadas solu-
ciones débiles del sistema (2). Observamos que las soluciones débiles del sistema
() coinciden con los puntos criticos del funcional J. Un argumento de regularidad
que por el momento no trataremos, muestra que (u,v) € C*>(0,T) x C>(0,T). En lo
que sigue probaremos la existencia de solucidon del sistema (2)) mostrando existencia
de puntos criticos del funcional J.

Notemos que

T
T(u,u) = ||u||§16 g P e
T
T(ut, =) = —ull s = Jo gl P 4 g lul' e,
lo que sugiere la aplicacién del teorema del punto de silla.

Consideremos los siguientes subespacios

Er={(p"z, 5) 1z€ Hy([0,7)}, E»= {(g, —p'®): o € Hy([0,T])}

y definamos E = E; ® E,.

Seap >0y r e Rtales que

r(l+B)+1+p <2
—r(l+o)+1+a<2

de cuyas desigualdades se tiene que o - 8 < 1. Bajo las condiciones anteriores el
sistema (2) admite solucién no trivial.

Theorem 2. El sistema eliptico definido en (2)) posee una solucion no trivial.

Proof. Como lo sefialamos anteriormente, probaremos existencia de puntos criticos
no triviales del funcional J para probar el teorema.

Mostraremos que el funcional J satisface las hipétesis del teorema Punto Silla Gen-
eralizado. Consideremos el espacio de Hilbert E = E; & [E;, donde E; y [E; son los
subespacios definidos anteriormente con IP; y P, las proyecciones de [E sobre E; y
E, respectivamente. Sea

L(u,v) =L (u,v) +L2P2(u,v)
donde

Li(p"z 57) = (5.p"2)

Lo(&,—p'0) = (—p'0, 2).

Tomando
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bu,v) = = Jy iplul P+ g v
y reescribiendo el funcional J como
J(u,v) = %(L(u,v), (u,v)) +b(u,v)

se obtiene fy, y por [10] se tiene f,.

Consideremos la familia de operadores lineales acotados B(s) : E — E, definido
por

B(s)(u,v) = (su, )

donde s € (0,1] y B(1) =1Id.
Sea (u,v) € E, entonces

T 1 . 1 Z
J(u7V) a HZH?—I& _/() 174—[3‘ Z|l+ﬁ 17—|—(x‘7pr|]+a
r 1 _
> [2llzy —c1p™ ﬁ)llzlngﬁ—Czp () g] e

Observamos que para un z € H}([0,T]) tal que ||z|| #) = P> considerando p >0

suficientemente grande, el funcional J es positivo. Similarmente para un p sufi-
cientemente pequeflo se obtiene un minimo negativo para el funcional J sobre el
subespacio ;. Es decir, existe a > 0 tal que J(u,v) > —a, ¥(u,v) € E;.

Ahora consideremos (u,v) € E,, entonces

J(u,v) = —Ha)||zé T sl 8P 4 L] - prof' e <0,
Existe un R >0y b > a tal que
J(u,v) < =b, Y(u,v) €9Q
donde
0={(5r,—p'®) €Ez: o]}, <R}

y se obtiene f;.

Sea {(un,vs)} C E una sucesion tal que:

i |J(un,ve)| <M VneN.
ii. |J(un,vn)| — 0 cuando n — oo.

Mostraremos que {(uy,v,)} posee una subsucesién convergente.
(”navn) = (Pan, %) + (%7 _prwn) €K OE;.

Por (i) obtenemos
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1 2r T- . T r Wy B+1
pzr_P )/0 Zn'wn—/o W|P2n+?‘

rwn|0t+1 <M.

-M < ||Zn||2_ ||a)n||2+(

1z
_|_77_
I+oa pr

Usando (if) para un n suficientemente grande obtenemos
| (20, @n) (h, k)] < | (2, K) | )

con &, — 0 cuando n — oo,
Observamos de (i) que

1
Janl? <+ (5 —p) [ 2= [ gloraas 2
T Zn a+1
- Wy, M
/o 1+a pr —pion[T
< o+ erelel o] + M

lo cual implica que {w, } es acotada si {z, } es acotada.
Supongamos que ||z,|| — ey ||@y|| — oo cuando n — eo.

Como o >0, >0y a-B <1, sin pérdida de generalidad, podemos tomar
o> 1,lo que implica que B—-1<0
Eligiendo (h,k) = (z4,0) en (),

1 r r o, o,
—eull < 2zl +2( g =p™) [ w7 [ o7+ P 0+ )
p 0 0 P p
1 (T z ro el ,
—Eélﬁ—p%WWﬁ—p%%a
< €|2n]|-

Luego,

1
2|lzull* < eallzall* ~ 2(p2,

lTZn 1,<n
b [ et pr )
12 e ¢

r T- - r T r Wn g r Wy
*Pz)/ Zn'wn+p / ‘P Zn+7r|ﬁ I(P Zn+7r)'Zn
0 0 P P

Ahora tomando (h,k) = (0, @,) en (5) y suméndola con la desigualdad anterior,
obtenemos
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T
Ve _
2||(zn, @) | < enllan+£nHwn||+/0 Ip—”r—p’a)nla :

- /O.T Ip’zn+%\ﬁ*‘(p’zn+%) (%—p Zn) (6)
< &l +enllonl = [ 17t 2PN~ prz),
0 p p
Multiplicamos @ por ||(z,, ®,)|| > obtenemos que
% T o (oF=P"zn)
2 S T T T P P
Como &, = m ~(P"zn+ ) es una sucesion acotada y by = — I ﬁ [P+ es

de clase C! y by es compacta, entonces b’(&,) posee una subsucesién convergente,
de donde se obtiene que

p"zn)
el [ s 40 v

cuando n — oo, entonces 2 < 0 .
Consecuentemente {(z,,®,)} es acotada y con ello {(u,,v,)} también lo es . Por
otro lado observamos que

Wy

' (un, v ) (k) = {(p" Zmp 7)s (h k) + ((p —p" @n), (h,K)) +b'(un, v) (h, k)

considerando las proyecciones P; y P, sobre los subespacios E; y E, respectiva-
mente, tenemos que:

mwww»<pmjwawm%»

o
Py(I'(un, vn)) = (pf',ﬂ —p" @n) + Po(b' (un, vn)),
de (ii) se tiene que P;(J'(tn,vn)) — 0 cuando n — oo, [ = 1,2 lo que implica
(P zn, = o )+Pl(b/(”navn)) —0,
Wy
(=

pr’

cuando n — oo. La sucesion {(uy,vy,)} es acotada y b’ compacta, entonces

—p @) + P (b (uy,vy)) — 0,

{(przn, D)ty {( =P @)}
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posee una subsucesion convergente, de donde se sigue que J satisface la condicién
de compacidad Palais-Smale.

Aplicando el Teorema de Punto Silla Generalizado, J posee un punto critico con
valor critico caracterizado por

/ing-i‘égj( () >~

el cual es solucion del sistema (2)) y condicién de frontera (3)).
Definimos las siguientes funciones A,y € C'([0,R],R) :

_Je&, sise[0,R-2]
)‘(S)‘{l, sis€ [R—1,R]

(s) = 1, sis€[0,R—2]
"I=19, sis€[R—1,R]

conA >0y y<0en[R—2,R—1],donde R = @ definido en (fy), (D).
Seae; € E; tal que J(e1) = —a y definamos la funcién

h((u;v), 1) = B[] () [[)) () + ([l (1, V) es

Claramente i € I'. Mostraremos que

sup {J(h(u,v))} <O.
(u,v)eQ

Distingamos dos casos.
Caso 1. (u,v) € Qy ||(u,v)|| € [0,R—1]. En este caso tenemos

Ao —p'w ;2
9 + LY
o )+ (vp yp,)

hu,v) = (

entonces

J(h(u,v))

I
e
o
+
>
$‘~<
|
‘%
—_ S
3
IS
e
+
S
o
o

|1+[3 ‘oc+1

T
_/o 1+ﬁ|yp 1+ocwp’

Ay Y
[0l + ———Jifnwww+fmw

p
yﬁ Val a+1
1+8 1+a|p" ®

IN

"z P+

En el intervalo [0,R — 2] tenemos y=1y A = = C, donde C es
una constante que depende de R.

Entonces
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J(h(u,v) < ~|@|* +Cllo||+I(er) < 0
en [0,R—2].

Considerando un R > 0 suficientemente grande, se obtiene

sup  J(h(u,v)) <0
(uv)EQ
l[(u.v)[[<R—2

Caso 2. (u,v) € Qy ||(u,v)| € [R—1,R]. En este caso tenemos
h(u,v) =B(1)(u,v)+0-e; = (u,v) € Q C E,.

Entonces tenemos que J(h(u,v)) < 0.
Consecuentemente
sup J(h(u,v)) <0
(uv)€Q
y considerando el hecho que J(0) = 0, implica que el punto critico asociado a ¢ < 0
es no trivial. Completando la demostracién del teorema.

1.4 Conclusiones

En este trabajo se establece la existencia de soluciones no triviales para un sistema
eliptico sublineal unidimensional.

Bajo condiciones de borde homogéneas y la hipétesis o - f < 1, el problema se for-
mula en un marco variacional mediante un funcional J definido sobre un espacio
de Banach adecuado. Se verifican condiciones suficientes que aseguran la existen-
cia de puntos criticos de J, lo que implica la existencia de soluciones no triviales
del sistema. La demostracién se basa en la aplicacion del Teorema del Punto Silla
Generalizado, en la version de Felmer [2]].

Quedan pendientes el andlisis de la unicidad y la regularidad de las soluciones
obtenidas. Asimismo, resulta natural extender el analisis al caso no estacionario.
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